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Die Untersuchungen, die ich mir in den vorliegenden Blättern zu veröffentlichen 
erlaube, machen um so weniger Anspruch auf Vollständigkeit, als mir nur die kurze Zeit 
eines Vierteljahres zur Verfügung stand und auch diese noch durch die Pflichten des 
Amtes allzu reichlich in Anspruch genommen war. Ich wurde zu diesen Untersuchungen 
durch die Fortsetzung der Studien veranlafst, die mich im Jahre 1898 zur Veröffentlichung 
meiner Dissertation: „Untersuchungen über die lineare homogene Differentialgleichung 
2. Ordnung der Fuchs'schen Klasse mit drei im Endlichen gelegenen singulären Stellen'', 
in den Stand setzten. Während letztere Arbeit besonders auf der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen fufst, wie sie von dem leider schon verstorbenen Prof. Fuchs, 
meinem hochverehrten Lehrer, in seiner grundlegenden Arbeit: „Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit veränderlichen Koeffizienten^' im Journal für reine und an- 
gewandte Mathematik und in seinen Vorlesungen aufgestellt und entwickelt wurde, ist die 
jetzige Arbeit aus dem Studium der Vorlesungen und der Abhandlungen des Herrn Klein 
in Oöttingen über lineare Differentialgleichungen hervorgegangen. Letzterer hat in seinen 
Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion und die linearen Differentialgleichungen 
2. Ordnung ein anschauliches und äufserst interessantes Bild von den verschiedenen 
Methoden entworfen, welche für die Lösung und die Bearbeitung einer linearen Differential- 
gleichung in Frage kommen. Die daselbst gemachten Ausführungen besitzen den nicht 
genug zu rühmenden Vorzug, gerade auf diejenigen Stellen hinzuweisen, an denen, bei 
dem heutigen Stande der mathematischen Wissenschaft, die Theorie fortgesetzt und 
erweitert werden kann, und zur Lösung bestimmter, zur Zeit noch „an open question" 
bildenden Aufgaben anzuregen und zu ermuntern. Um die Arbeit auch denjenigen 
Mathematikern verständlich zu machen, deren Spezialgebiet nicht gerade die Theorie der 
linearen Differentialgleichungen ist, will ich mich nicht der knappen, eleganten Form 
befleifsigen, die sonst wohl die mathematischen Abhandlungen ziert, sondern ich will die 
Entwicklungen in möglichst breiter, explizierter Form geben. 



L 

Wenn man recht weit zurückgreift und nicht elementare und höhere Mathe- 
matik prinzipiell voneinander scheidet, so kann man mit einigem Fug und Recht 
behaupten, dafs die hypergeometrische Differentialgleichung auch ein gewisses Mafs 

pädagogischen Interesses beansprucht, insofern als ein diese Gleichung befriedigendes 

1* 
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Integral die hypergeometrische Fanktion ist, welche letztere als die Verallgemeinerung 

oe 

der auf der Schule untersuchten geometrischen Reihe ^^ax"" angesehen werden kann, 



wobei allerdings x keine veränderliche Gröfse bezeichnet. Diese Reihe ist von Wallis in 
seiner Arithmetica infinitorum 1655 zu der zuerst von ihm so bezeichneten hypergeometrischen 
Reihe verallgemeinert worden^). Während nämlich bei der geometrischen Reihe der 
Quotient je zweier aufeinander folgenden Glieder x ist, ist bei Wallis der Quotient des 
(n4-l)ten Gliedes in das folgende eine ganze Funktion ersten Grades von n, multipliziert 
mit X. Einen weiteren, bedeutsamen Schritt vorwärts bedeutet es, als Leonhard Euler 
im Band 11 seiner Integralrechnung: Institutiones calculi integralis 1769, und in seiner 
Abhandlung: Specimen transformationis singularis serierum. Nova acta Petropolitana 
Bd. 12. 1778, die Wallis'sche und eine noch etwas allgemeinere Reihe als Funktion der 
veränderlichen Gröfse x auffafst und untersucht. Auch Job. Friedrich Pfafif, einer der 
bedeutendsten Mathematiker Deutschlands zu Ende des 18. Jahrhunderts, für die mathe- 
matische Welt besonders deshalb von Interesse, weil er an der Universität Helmstädt 
der Lehrer von Gaufs gewesen ist, untersucht in seinem Werk: Disquisitiones analyticae 
1797, nicht mehr die Reihe als solche, sondern die veränderliche Potenzreihe. Er ffihrt 
den Namen hypergeometrische Reihe für alle Reihen ein, in denen der Quotient eines 
Gliedes in das folgende eine rationale Funktion des Stellenzeigers ist. Sein Schüler Gaufs 
scheint durch die Anwendungen, welche die Reihe, in welcher der Quotient des (n4-l)ten 
Gliedes in das folgende 

{n+a)(n+ß) 

(n+l)(n + r) 

und das erste Glied 1 ist, auf dem Gebiete der mathematischen Physik und namentlich 
der Astronomie zuläfst, zu der Abfassung seiner 1813 erschienenen „Disquisitiones gene- 
rales circa serium infinitam 

'^i-r '^ 1.2.^0^+1) ^ ■^"••' 

veranlafst worden zu sein. Seine Untersuchungen, von denen diese ausdrücklich als pars 
prior bezeichnete Arbeit nur einen Teil gebildet hat — in Gaufs' Nachlafs haben sich 
Materialien zu dem zweiten Teil vorgefunden, welche den Titel tragen: „Determinatio 
seriei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis" — , stehen wahrscheinlich 
mit den Ideen von Pfaff in Zusammenhang, der den zweiten Band seines oben erwähnten 
Werkes, für welchen er weitere Untersuchungen in Aussicht gestellt hatte, nicht mehr 
erscheinen lassen konnte. Nach Gaufs wird die bei ihm auftretende Differentialgleichung 

d^F dF 

x(l-x)^^^ + (r-(a+/9 4-1)1)^ -«/»F = 0, 

die bereits Euler an der oben genannten Stelle ausgerechnet hatte, die Gaufs'sche oder 
hypergeometrische Differentialgleichung genannt. Dieselbe wurde von Kummer in seiner 
Abhandlung: Über die hypergeometrische Reihe in Bd. 15 v. Grelles Journal 1886, in den 

'j Klein, Hjpergeometrische Funktion, pg. 3if. 
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Mittelpunkt der Untersuchung gestellt, dagegen Ton Bernhard Riemann in seinen „Bei- 
trägen zur Theorie der durch die Gaufs'sche Reihe F (a, ß^ ^, x) darstellbaren Funktionen'* 
1857 (Gesammelte Werke 2. Aufl. pg. 67), von neuem und in höchst geistreicher und 
interessanter Weise abgeleitet und zum Nachweis der Existenz fdir die von ihm eingangs 
seiner Arbeit definierte P- Funktion benutzt. Diese Differentialgleichung besitzt die drei 
singulären Stellen 0, 1, oo, an welchen sich die Integrale bestimmt verhalten, d. h. nicht 
von unendlich hoher Ordnung unendlich werden. Als solche gehört sie in den Bereich 
deijenigen Differentialgleichungen, deren sämtliche Integrale sich in der Umgebung der 
singulären Stellen bestimmt verhalten, und die man, da Fuchs die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen ftlr die Form solcher Differentialgleichungen aufgestellt hat, als 
zur Fuchs'schen Klasse gehörig bezeichnet. Aus der Fuchs'schen Theorie folgt, dafs jede 
lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit drei singulären Punkten und mit 
nur sich bestimmt verhaltenden Integralen entweder eine Gaufs'sche Differentialgleichung 
ist oder stets in eine solche transformiert werden kann, und dafs daher jede solche 
Differentialgleichung als eine Gaufs'sche Differentialgleichung im weiteren Sinne bezeichnet 
werden kann. 

11. 

Wenn uns irgend eine homogene lineare Differentialgleichung der Fuchs'schen 
Klasse gegeben ist, welche bekanntlich die Gestalt hat^): 

d'y F.,i(x) d°-^y F,(,,i)(x)d'-»y , F,(,,i)(x) 

dx*"^ V'W dx»-i"*" VW dx"^«"^'""*^ VW 
wo 

V (x) = (x— a,) (x— a^ . . . (x — a«) 

ist und die Indices von F den Grad der ganzen Funktion bezeichnen sollen, so läfst sich 
in der Umgebung jeder Stelle ein Fundamentalsystem von Integralen entwickeln, deren 
Konvergenzbereich mindestens bis zur nächsten singulären Stelle reicht. Erfolgt die 
Entwicklung in der Umgebung einer nicht singulären Stelle der Differentialgleichung, 
d. h. an einer Stelle u, die von ai, a^, . . . a« verschieden ist, so läfst sich ein Fun- 
damentalsystem von folgender Gestalt stets bestimmen: 

yi = Sßi(x-u) 

y, = (x-u)5ß.(x-u) 



y. = (x-u)-^^.(x-u) 

wo ^, $S9 • • . $n Potenzreihen sind, die sich in der Umgebung von x = u regulär 
verhalten und für x = u nicht verschwinden. In der Umgebung einer singulären Stelle 
hängt die Au&tellung eines Fundamentalsystems von den Wurzeln der für diese Stelle 
gültigen determinierenden Fundamentalgleichung ab. Wir wollen besonders den Fall ins 
Auge fassen, wo sämtliche Wurzeln dieser Gleichung positive ganze, voneinander ver- 
schiedene Zahlen (Null eingeschlossen) sind, und wo in den Entwickelungen der Integrale 
keine Logarithmen auftreten. Weil in der Umgebung einer solchen Stelle jedes Integral 
sich regulär verhält, also sich weder verzweigt noch unendlich wird, so hat man eine 

*) GrelleB Jounal. Bd. 66. pg. 146. 
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solche singulare Stelle eine aofserwesentlich singulare Stelle der Differentialgleichung im 
Gegensatz zu den wesentlich singulären Stellen genannt, wo nicht sämtliche Integrale 
endlich und unverzweigt bleiben. Diese aufserwesentlich singulären Punkte wollen wir 
nach der Bezeichnungsweise des Herrn Klein als Nebenpunkte bezeichnen. 

Da man unter der hypergeometrischen Differentialgleichung eine lineare homogene 
Differentialgleichung 2. Ordnung der Fuchs'schen Klasse mit im ganzen drei singulären 
Punkten versteht, wobei allerdings der eine singulare Punkt im Unendlichen liegen kann 
und dann in der Differentialgleichung nicht in die Erscheinung tritt und dieselbe un- 
symmetrisch macht, so wollen wir uns jetzt auf Differentialgleichungen 2. Ordnung der 
Fuchs'schen Klasse beschränken. Da wir ferner neben den drei wesentlich singulären 
Punkten noch sogenannte Nebenpunkte, d. h. aufserwesentlich singulare Stellen, in die 
Differentialgleichung einführen wollen und diese letzteren als Nenner in den Koeffizienten 
auftreten müssen, weil wir es sonst mit einer regulären Stelle und mit den Exponenten 
0, 1, 2, 3 ... zu tun haben, so haben wir zunächst die allgemeine Form einer Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit n singulären Punkten aufzustellen und dann über die Punkte, 
welche Nebenpunkte werden sollen, so zu verfügen, dafs die determinierende Fundamental- 
gleichung nur ganzzahlige Wurzeln besitzt, zu denen als Exponenten je eine Reihe als 
Integral gehört Wenn der unendlich ferne Punkt nicht singulär ist, so kann man die 
allgemeine Form der Differentialgleichung etwa folgen dermafsen hinschreiben: 



1) 



y +y{ x-a +-"•+ x-^n } + (x-a)...(x-n) 

jaV>(a-b)...(a-n) .^-(n-a)...(n~m) l ^ 

1 X — a ' X — n j 



In dieser Gleichung sind die (n— 3) Konstanten von Gn~4(x) von den Gröfsen 
a\ a''; . . . . p\ p" unabhängig, und man sieht sofort z. B. aus der determinierenden 
Fundamentalgleichung für x = a 

«te-1) + Q (1- «'-«") + «'«" =0, 

dafs a\ a''; . . . . v', p^ die zu a, . . . n gehörigen Exponenten sind. Stellt man die 
determinierende Fundamentalgleichung für x = oo auf, so erhält man: 

welche sich in die Form 

verwandeln mufs, weil x = oo ein regulärer Punkt der Differentialgleichung sein soll. 

Es mufs daher 

a'+a^ + ß'+ß\ . . + v'+>'"=n — 2 

sein. Diese Gleichung ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs 
x = oo ein regulärer Punkt der Differentialgleichung 1) ist. Legt man den nten singulären 
Punkt nach cx>, so lautet die Differentialgleichung: 
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. . .U—a' — a" , , 1 — 1.' — i*»l , T 

( a-«''(>-b)...(a-m) _^ M>''(m-a)...(m-l) ,^,^,_ \ 

t X — a X — m i»»v/j 

Die determiniereDde FundamentalgleichuDg fflr x = oo lautet hier: 

Q te-1) + ^ (1 — «'— «" + . . . +1— m'-A*") + y'y"" = 
uDd mufs in die Form 

übergehen, was ' wiederum auf die Bedingung 

a' + «" + •••+/»' + f*" + *'' + v" = n — 2 resp. m — 1 

führt. An der Differentialgleichung 2), die zuerst von Herrn Klein angegeben wurde, 
erkennt man die Übereinstimmung mit der Fuchs'schen Form 

VW4- Fm-l(x) , F,(«-1)(X) 

^ ^ (x-a).,.(x-m) ^ ^ (x-a)»...(x— m)»^ 

2) geht fflr m = 2 genau in die Gaufs^sche Differentialgleichung über. 

Wir wollen nun die Gleichung 2) unter der Voraussetzung den weiteren Betrach- 
tungen zugrunde legen, dafs a, b, oo wirklich singultre Stellen, die Punkte c, d, . . . m 
indessen nur aufserwesentlich singulare Stellen oder Nebenpunkte seien: wir erhalten 
dann eine hypergeometrische Differentialgleichung mit Nebenpunkten. Es sei ji und jg 
irgend ein Fundamentalsystem und es sei D = 7iys' — yiyi' die Funktionaldeterminante 
Yon yi und yi. Diese ist bekanntlich an allen regulären Stellen der Differentialgleichung 
von Null verschieden, während sie an allen aufserwesentlichen singulären Stellen sicher 
verschwindet^). Aufserdem sind die Funktionaldeterminanten von irgend zwei linear 
unabhängigen Integralen der Gleichung 2) nur um eine konstante GrOfse voneinander 
verschieden, da allgemein die Beziehung 

D = Ce""J'''*' 

gilt, wenn die Differentialgleichung in der Form 

y(») + pjy(«i-i)+...4.p„y = 

vorliegt, wobei y(^) die kte Ableitung nach x von y bezeichnet und G eine von Null ver-^ 
schiedene GrOfse ist. Man kann daher von der Funktionaldeterminante der Gleichung 2) 
reden, weil D eine Invariante in bezug auf jedes beliebige Fundamentalsystem ist. Wir 
wissen, dafs D sich an allen von den singulären verschiedenen Stellen regulär ver- 
hält, es fragt sich, wie die Entwicklung von D in der Umgebung eines singulären 
Punktes aussieht. Für die Umgebung des Punktes a gibt es ein kanonisches Fundamental- 
system, das zu den Exponenten a' und a^ gehört, woraus durch kurze Rechnung für D 
in der Umgebung von a folgt 

D = (x-'|i)«'+«"-M{«'—«") + a(x-a) + ...}. 

^) Heflter, Eialeitang i. d. Theor. d. lin. Difl|grl. pg. 62. 
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Ebenso folgt für die Umgebung von x = b eine mit (x— b)^+^-S und fttr die 

Umgebung von x = oo eine mit ( — j beginnende Reihenentwicklung. 

Setzen wir nun 

D = (X - a)«'+«"-^ (X - b)^+'^-^ 0{x), 

so mufs cl>(x) bei Umläufen von allen im Endlichen gelegenen singulären Stellen eindeutig 

bleiben, da der Quotient -. ,^,.^ ., ,.^^^ , bei Umläufen von x = a und x = b 

' (x — a)« + «^-^ (x — b)^-*- ^-^ 

im Zähler und im Nenner sich um dieselbe multiplikative Eonstante e ''*'<'''+"''' resp. 
e«ffi(^+^ verändert. Daher mufs <Z>(x) überhaupt eioändrig, also auch im Unendlichen 
unverzweigt sein. Aufserdem wird die Funktion <l>(x) nur in den Nebenpunkten null, 
denn für x = a und x == b kann O (x) weder null noch unendlich werden, während sie für 
keinen endlichen Wert unendlich wird. Daher ist <Z>(x) eine rationale ganze Funktion, 
deren Grad von der Anzahl und der Art der Nebenpunkte abhängt 0* Gehören nämlich 
zu irgend einem Nebenpunkt die Exponenten X' und A", so wird 0(x) an dieser Stelle 
von der Ordnung i'^"^" — 1 ^^^^' Wenn wir i'+A" — l = (y setzen, so nennen wir 
nach dem Vorgänge des Herrn Klein die Stelle einen o* fachen Nebenpunkt, da zwei 
ganzzahlige Exponenten zu derselben gehören, deren Summe <r + l ist. Der Grad der 
Funktion <I>(x) läfst sich aus dem obigen Quotienten leicht ermitteln. Nennen wir den- 
selben k, 80 ist 

k = — v'—y'' — l — a' — «" + 1 — 18'— /J^ + !=/' + /'... +^'-hf*"—n +3, 

wo r\ r"; • • • • m'« f*'' <li6 zu den Nebenpunkten gehörigen ganzzahligen Exponenten sind. 
Bevor wir auf die Diskussion der Nebenpunkte eingehen, wollen wir die Gleichung 
2) auf die Form 



8) yW + y' 



X — a X — b X— Ui ' 



1-A. l 
X— uj 

y l a'a^' (a— b) (a— Hl) . . . (a— u») 

(x— a)(x— b)(x— Ui)...(x— u») I X — a 

_^ /»rO)-a)(b-uO...(b-u,) _^ ^,^^ _^ ^^ _ ^ 

bringen, die wir aus 2) erhalten, indem wir y' = d' = . . . = f*' = und y" = Ai ,.../»''= A^r 
setzen. Hierzu sind wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, stets berechtigt, da wir 
(x — ay . . . (x — Uy)^' als Faktor aus dem Integral von 2) heraussetzen können. Für 
die Gleichung 3) sind die Wurzeln der zu x = Ui, . . . x = Uy gehörigen determinieren- 
den Fundamentalgleichungen 0, Ai; . . . 0, A^, und zwar müssen nach dem Charakter 
der Punkte Ui, . . • u^ Ai, Ai, . . ., A« positive ganze Zahlen gröfser oder gleich 2 sein, 
und aufserdem mub die Gleichung erfüllt sein: 

4) «'+ a" +/»' + /»"+»'' + v" + A, + A, ... + A^ = »^ + 1- 

Es ist nun 

k = l-(a' + a''+i8' + iJ" + ^+>'''). 



1) Riemann, Beitrftge zur Theorie . . . No. 4 u. No. 6. Klein, Hypergeom. Funktion pg. 225 ff. 
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Wenn zunächst k = ist, so ist (p (x) eine blofse Eonstante, und . es mufs 
a' + «" 4" i*' + /^" + ^' + ''^ = 1 sein. Aus 4) folgt dann, dafs v = und ebenso 
Ai, As, . .. Av = resp. 1 sein müssen. Wir haben dann keinen einzigen Nebenpunkt 
und wir erhalten den speziellen Fall der Gaufsschen Differentialgleichung: 

y+^l x-a + x-b2 j^(x-a)(x-b)l x-a + x-b +^^/-"- 
Es sei k = l, d. h. 9)(x) eine Funktion 1. Grades, dann ist: 

Diese Bedingung läfst sich nach 4) ohne Einführung eines Nebenpunktes nicht 
erfüllen. Wir müssen daher v = 1 und Ai = 2 setzen und erhalten dann die Differential- 
gleichung: 

y, ■ .{ l-a'-a" . l-ß'-ß" . -ll I y 

' ^^ 1 x-a ^ X — b ^x— Uj|^(x— a)(x-b)(x— Uj) 

|«>,.(a-b)(a-u.) gr(b-a)(b-«.) ,^. 1 

l X— a X— b • ^j j 

welche wir, wenn wir a'=/J'=0 setzen, wozu wir aus den oben angegebenen Gründen 
berechtigt sind, auf die Form bringen können: 

Es sei nunmehr k = 2, d. h. (p{x) eine Funktion vom zweiten Grade, dann ist 
a' + a" + /J' + /9" + / + >'" = -l, resp. a + /? + v' + v'' = — 1. Dann kann y(x 
entweder zwei gleiche, oder zwei verschiedene Wurzeln haben. Im ersten Falle ist y = l 
und Ai = 3, im zweiten Falle ist v = 2 und Ai = 2, A» = 2. Im ersten Falle haben wir 
einen zweifachen, im zweiten Falle dagegen zwei einfache Nebenpunkte. Die betreffenden 
Differentialgleichungen heifsen: 

^•+^{i^>i^+i^+.-^} + (x-.)(x-b)(L..)(.-^ {-'-'''+«-'"}='>- 
Es sei schliefslich 9)(x) eine Funktion [a. Grades, dann ist: 

a + ß + v' + v" = l — fA. 

Es möge ferner y (x) an den Stellen Ui, Uj, . . . u^ resp. von der Xi, ^, . . . ^ Ord- 
nung verschwinden, sodafs Ai-|-^ + .«- + ^ = f* 'st» ^^^^ ist in 4) p = y und 
Ai = ii-|-1, A2 = i«-i-l, ... A», = Av + l zu setzen, und wir erhalten die Differential- 
gleichung : 

^ -^ |x — a^x — b X— u, X— Us ' X — u»j 

-I __y — - — . — - L' ./"x" + G,_, (x)} = 0. 

^(x — a)(x-b)(x — u,)...(x-u,)l ^ * '^ 'j 

Fiiadriotu-ti/mD. IDOS. 2 
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Durch die Transformation x — a = (b — a) ^ läfst sich diese Differentialgleichung 
auf die Form bringen: 



5) 



^ ' -^ l X X — 1 X— Ui X — Uj X — uj 

+ -i Tw —^ 1 \ l*''»'"^' + G.-i(x)l = 0. 

x(x— 1)(X — Ui) . . .(X — Uv) I I 



Wir können daher behaupten: 

Jede hypergeometrische Differentialgleichung mit Neben- 
punkten läfst sich auf die Form 5) bringen, in welcher A,,^, ...A^ 
positive ganze Zahlen sind, die anzeigen, von welcher Ordnung 
die Determinante D der Gleichung 5} in den Punkten Ui, Us, ...u^ 
null wird. Es mufs die Beziehung bestehen: a+i^ + ^' + >''' = l — /*, 
wenn Ai + A, + .. . + ^v = M Ist. 
Ist umgekehrt die Gleichung 5) gegeben, in welcher li^X%^...K positive ganze 
Zahlen sind, sodafs ili + A, + ... + Av = f* ist, so verhalten sich zwar alle Integrale an 
den Stellen 0, 1, oo, Ui, Us, . . . u^ bestimmt und die Summe der Wurzeln der determi- 
nierenden Fundamentalgleichungen ist gleich y + 1 , aber die Wurzeln der zu x = oo 
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung: 

^(?-l) + a (l-a+l-/J-Ax-A,-. . .- A.) + /y" = 

sind dann und nur dann gleich v\v^\ wenn a4-/^ + *''+^"=l — /* ist. x = cx) ist nur 
dann kein singulärer Punkt, wenn entweder v^ oder v" = ist, und wenn aufserdem «+/? 
= — p, und die zu ^'=0 resp->'" = gehörigen Integrale regulär sind. In diesem Falle 
ist die Summe sämtlicher Wurzeln natürlich gleich v. Sind aber nicht v\ v", sondern q\ q" 
die zu X = oo gehörigen Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung, so ist auch 
a + ß -{• Q^ -\- q" =^\ — [i. Die Summe der Wurzeln der zu 0, 1, oo gehörigen determinie- 
renden Fundamentalgleichungen ist also unter allen Umständen gleich 1-f- ^9 falls der unendlich 
ferne Punkt ein singulärer ist, was immer eintritt, wenn in 5) das Glied v'v"jy vorkommt. 
Ferner kann man immer voraussetzen, dafs in 5) « + /^ + ^' + ''" = 1 — /* ist, denn wenn 
etwa v' und v" nicht die Wurzeln der zu x = 00 gehörigen determinierenden Fundamental- 
gleichung wären, sondern q^ und q", so würde man in 5) für v'v" das ihm gleiche Produkt q'q" 
setzen. Es würde alsdann zwischen q' und q^ die gewünschte Beziehung bestehen: 
« + /^ + ^' + ^" = 1 — M- Die Bedingung, dafs in 5) Aj, Äj, . . . Av positive ganze Zahlen 
sind, genügt indessen allein noch nicht, um zu bewirken, dafs Ui, u», . . . Uv Nebenpunkte 
werden, vielmehr müssen noch gewisse Bedingungsgleichungen erfüllt sein, die das Auf- 
treten von Logarithmen an diesen Stellen verhüten. Diese Bedingungsgleichungen Wollen wir 
im Anschlufs an die Integration einer Differentialgleichung im nächsten Kapitel aufstellen. 

ni. 

Es gibt bekanntlich für jede Stelle einer linearen homogenen Differentialgleichung 
2. Ordnung zwei linear unabhängige Integrale, durch welche sich jedes beliebige Integral 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten ausdrücken läfst, und welche man ein 
Fundanientalsystem von Integralen nennt. Zwei solche Integrale für jede beliebige Stelle 



■i 

I 



j 
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zu berechnen, lehrt die Fuchssche Theorie durch Aufstellung der determinierenden Funda- 
mentalgleichung. Man kann sich auf die Untersuchung der Stelle x==0 beschränken, 
denn wollen wir die Integrale in der Umgebung einer beliebigen Stelle x = a aufstellen, 
so kann man diesen Fall durch die Substitution x — a = x' auf den ersten zurückführen. 
Jede beliebige lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung kann man auf die 

Form bringen: 

P(y) = x'Po(x)y"4-xPiWy' + P»(x)y = 0, 

welche man nach Herrn Frobenius als die Normalform ^) bezeichnet, und in welcher 
Po(x), Pi(x), P2(x) als nicht sämtlich für x = verschwindend vorausgesetzt werden 
dürfen. Aus der Fuchsschen Theorie folgt, dafs po(x) für x = von Null verschieden 
sein mufs, da sich die Integrale an allen Stellen bestimmt verhalten sollen. Ist x = 
kein singulärer Punkt, so ergibt sich, dafs pi (x) durch x und ps (x) durch x^ teilbar sein 
mufs. Die determinierende Fundamentalgleichung heifst in diesem Falle ^(^~1) = 0, 
und hat also die Wurzeln und 1. Wie man zu derselben gelangt, wie man überhaupt 
die Integrale berechnet, soll im folgenden auseinandergesetzt werden. 

Zur Berechnung der Integrale in Form von nach steigenden Potenzen von x 
fortschreitenden Reihen bedient man sich einer Rekursionsformel, welche man für die 

00 

Koeffizienten der Reihe 2^ygvX<^+^, die der Differentialgleichung genügen soll, aufstellt. 



Man bezeichnet nach Herrn Frobenius das Resultat der Substitution von x^ in die 
Differentialgleichung 

P (x^) = x<? f (X, q) = x^ (q (Q^l) Po (X) + Q p, (X) + p, (X)) 

als die charakteristische Funktion') der Differentialgleichung. Dieselbe leistet bei der Auf- 
stellung der Integrale wesentlich Dienste und hat deshalb diesen Namen, weil durch sie 
die Differentialgleichung eindeutig bestimmt ist. Wir ordnen sie nach Potenzen von x 
und erhalten 

f (x,^) = fo(?) + fite)x + f.te)x^ + ... + L te)x» 
resp. 

f (x, q) = aoo te) + aio (q) X 4- a,o te) x* + . . . + a„o te) x"* , 

oder allgemein 

f (X, e-f v) = lo (Q+y) + fi te+v) X + ^ {Q+y) x' + . . . 4- L{Q+p) x' 

resp. 

f (x, Q+v) = avvte) + ftv+i.v te) X + av+2, V (^) x' + . . . + av+m, V io) X* 

wobei je nach Zweckmäfsigkeitsgründen die erste oder zweite Entwickelung vorgezogen 
werden soll. Es ist av,^(^) = fv-|i(^+i^) zu setzen. Wir können die Entwicklungen nach 
dem (m+l)(7liede abbrechen, weil es für unsere Untersuchungen ausreicht, wenn wir 
Po(x), Pi(x), ps(x) als ganze rationale Funktion annehmen und voraussetzen, dafs diese 

den mten Grad nicht übersteigen. Setzen wir ^vgvX^+^'in die^Differentialgleichung ein, 



so erhalten wir: 

lvgvX^+-f(x,ß + i/) = 2V{gJote+v) + g,_afite + v--l) + ... + gv--»fm(^+y-m)}xP^^ 



rin 



Pin 



Frobenius, Grelles Joarnal, Bd. 80, pg. 319. ^) Frobenias, 1. c. pg. 318. 
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fUÜ df^iter Au^drwJk ideati^di Jtn^hwii^itn. d. h. for alle Werte toc x bbU 
irerdiMi« io mfSm^n ümOuiie Ki>^fizieBteii aa/^b eiDem Satze der FnnktioseBlkwie rer- 
if oo4 wir erkatleo dalier for die BeitiiLiD'.Dg der g, folgendes GleichiusgssT^eB: 



feC.(0 + gl (..I fe+ 1) + - ' + g* t (^-f m) = 



Dielte Bekanionsformel ist (m + 1) gli^ng, wihreDd sie bei der gewöbnlichen 
üflttrsMChen Differeotialgleicbaiig, bei welcher p«(x), Pi(x), ps(x) ganze Funktionen ersten 
Grades sind, nur zweigliedrig ist. Damit das obige Gleichnngssystem erfiöUt wird, ist 
vor allen Dingen notwendig, da gt von Nnll verschieden sein soll, dals ^(^) = wird. 
Die Funktionen f» (q)^ U (^), . . . f» (q) können nun höchstens Funktionen zweiten Grades in 
Bezug auf g sein, da wir es hier mit Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu tun 
haben, und U (g) mub sicher vom 2. Grade sein, da po (x) fOr x = nicht verschwindet. 
Die Gleichung f^ {q) = ist nichts anderes als die oben erwähnte determinierende Fun- 
damentalgleichung, welche, fttr den Fall einer regulären Stelle, e(?—l) = heifst, wie 
man leicht sieht Es sei nun U (q) =^(q — Qi) {q — Qt), so ist, falls ^i und es nicht ganz- 
zahlig verschieden sind, die Berechnung der Koeffizienten stets ausführbar, da weder 
U((li\-y) noch fttr fo(es + ^) für irgend einen Wert von v>0 verschwindet Es ist nun 
fttr beliebiges q: 

^(-) {q) 



gv = : 



^i(Q)^i(Q)"'^vv(Q) 



go, 



WO 



.rv)(^)-^( ly 



ftio(c)aute) 
a,o(^)aai(e)a„te) 

a,„o (q) am! (q) a„.a (^) . . . a„„. (q) 

am+l,! (q) am4 l,m(^) • • • a,u4.1,m (q) am + l.m+l (q) 



av, v-m (e) • • • av,v-2 (q) Sv, V- 1 {Qf 



oder 



./(v)(e)^(-. l)v 



für V > m 

aiüte)aute) 

^0 (q) f^ii (q) ^Aq) 

a».o (q) a-vi (q) av3 (^) . . . av,v-2 {q) flv.v-i {^) 



für V --r m 
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ist und die leeren Stellen dieser Determinanten n)it Nullen auszufüllen sind. Um die 
beiden ein Fandamentalsystem bildenden Integrale zu berechnen, hat man in die Formel 
für gv die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung ^i und q^ einsetzen. Sind 
dagegen ^i und q^ ganzzahlig von einander verschieden und zwar so, dafs der reale Teil 
von ^8 gröfser als der reale Teil von qi ist, dafs wir also q^ — ^i = n setzen können, wo 
n eine positive ganze Zahl bedeutet, so gehört zu dem Exponenten q^ sicher ein in Reihen- 
form darstellbares Integral, da fo(Qi+p) resp. SvviQi) für keinen Wert von p ver- 
schwinden kann. Zu dem Exponenten ^i gehört dann und nur dann ein Integral in 
Reihenform, wenn ^(°)(fi) = ist Denn in diesem Falle wird ann(ei)]=0, und wenn 
//(")(^i) nicht null würde, so würde gn, wie man aus der Formel für gv sieht, unendlich 
werden, und die Rekursionsformel würde also keine brauchbare Reihe liefern. Die Be- 
dingung j(''^{qi) = ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs das 
Gleichungssystem der n aufeinander folgenden Gleichungen 

gofi(Ci) + gifotei + l) = 

go U tei) + gl fo (Qx+l) + ga fo (Ci + 2) = 



durch nicht sämtlich verschwindende Werte der go, gi, . . . gn-i erfüllt wird. Wenn aber 
^/(°)(^,) = ist, so gibt es nach dem Fundamentalsatze über die Theorie der linearen 
Gleichungen ein und nur ein Lösungssystem, von dem jedes andere Lösungssj'stem linear 
abhängig ist, also sich von ihm nur durch eine Eonstante unterscheidet, weil das Gleichuugs- 
System der n linearen Gleichungen vom Range n — 1 ist, denn eine der Determinanten 
(u — 1). Ordnung dieses Gleichungssystems ist gleich aii(^i)as9(9]) .. . aB~i,n-i (^O und 
daher sicher von Null verschieden. In diesem Lösungssystem mufs go von Null verschieden 
sein, weil, wenn go = wäre, auch gi, gs, . . . gn-i verschwinden würden. 

Bevor wir dieses Resultat auf die hypergeometrischen Differentialgleichungen mit 
Nebenpunkten anwenden, wollen wir noch auf das Verhalten der Integrale in der Um- 
gebung einer regulären Stelle eingehen. Es mufs, falls x = eine reguläre Stelle ist^ 
Pi (x) durch X und ps (x) durch x' teilbar sein und umgekehrt Die determinierende Fun- 
damentalgleichung heifst daher ^ (^^1) = 0. Die beiden Wurzeln sind ^i = und ^s = li 
zu letzterer als Exponent gehört sicher ein Integral in Reihenform. Zu ersterer als Ex- 
ponent gehört nur dann ein Integral in Reihenform, wenn ^^<') (0) = — aio (0) = — fi (0) 

= ist Nun ist aber fite) = e (?— 1) (Po'(x))x=o + ^(^^) und verschwindet daher 

für ^ = 0. Daraus folgt, dafs es in der Umgebung jeder regulären Stelle zwei ein 
Fundamentalsystem bildende Integrale gibt, die sich regulär verhalten und zu den Ex- 
ponenten und 1 gehören. Hieraus folgt weiter, dafs es stets ein und nur ein Integral 
gibt, das für eine reguläre Stelle mit seiner ersten Ableitung vorgeschriebene endliche 
Werte annimmt Auf demselben Wege ergibt sich der allgemeine Satz für eine Differential- 
gleichung n. Ordnung. 

Ist umgekehrt ^(^ — 1) die determinierende Fundamentalgleichung, so folgt daraus 
nur, dafs pi(x) und p8(x) durch x teilbar sind. Wir können also daraus noch nicht 
schliefsen, dafs x = eine reguläre Stelle der Differentialgleichung ist Wenn es keine 
reguläre Stelle ist, d.h. wenn ps (x) nicht durch x^ teilbar ist, so mufs wenigstens eins 
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der btegrale fflr x 2=^ HBCsdlicb vcrdeo. cL h. das znai Ex^-iseatei XiJl edlorige b- 
Ugral «als doeB Loganthams eiitluIteB. E&diält es keineB Lo^arühnns. L4 es also Bvr 
in KtnhtMtf^rm daiBUrllbar, so mofs x =^ eine reguläre Stelle seix d. h. P: (x) bbCs dflick 
x' teilbar seio. Ilas^lbe folgt auf folgendem Wege. Zo der Wurzel ei ^ der ddcksag 
f (e —li^^O gdMirt BOT dann eis Integral in BeiheBform. ve&n 



\ X x=> \ X /x=# 

CSr f =r f erscbwindet Dies tritt aber nor dann ein, wenn p. (x) darch x' teilbar ist, 
d, b. wenn x =s regnUre Stelle der Differentialgleichong ist. Das er^te ScblalsTerfahren 
kann ohne weiteres aof die Differentialgleicbong n. Ordnung angewandt werden. Au- 
genommen wir bitten die Gldcbnng 

x'P»(x)f >-hx-«p.{x)y^-'> + ... + p.(i)y = 0. 

SO würde x = nur dann eine regnlire Stelle sein, wenn pi(x} darcb x, p,(x) durch 
x% « . , ps (x) durch X" teilbar wäre. Es lautet die determinierende Fundamentalgleichung 
^(^— l),,.(e— n + 1), falls x = reguläre Stelle ist Zu ^ = n — 1 als Exponent ge- 
hört sicher du Integral in Reibenform, da f«(n — l-|-r) für keinen Wert von r Ter- 
sehwindet Zu ; = n — 2 als Exponent gehört ebenfalls ein Integral in Reibeuform, da 
f»(n-2)«{«(tf--l)...(e-n + l)p/W + e(e-l)...te-n + 2)p/(x)}^=._,XuUist Schlicfc- 

lich kann man zdgen, dafa auch zu e = als Exponent eine Reihe gehört, denn das 
ganze Koeffizientensystem der ersten (n— 1) Gleichungen 



f. teXi {(? + !) 
f.(rtfite+l)«.{(?+2) 



1 

r 

n-2)^ 



f.^i(rif.-,(e+l)f»-3fe + 2)...f,te-hn-2) 

BTO 

f,(^) = {^(^-l)...{p^n+l)pof«>{x)+^te-l)...(e-n + 2)p/«>(x)-|-... 
+ Cte— l)...te— n + «+l)Px^*'W)x=o, x = 0, l,...n--l 

ist, verschwindet für j = 0. Ist umgekehrt « te — 1) - • • fe — a + 1) = die determinierende 
Fundmentalgleichung für x = 0, so braucht diese Stelle keineswegs eine reguläre zusein, 
da nur folgt, dafs p, (x), p, (x), . . . Pn (x) durch x teilbar sind. Ist es eine singulare Stelle, 
so mnfs wenigstens ein Integral mit einem Logarithmus behaftet sein. Sind also alle 
Integrale iu Reihenform darstellbar, so ist die Stelle regulär, und daraus folgt, dafs 
p, (x) durch x', p» (x) durch x*, . . . p» (x) durch x» teilbar sein mufs. Diese Bedingungen 
mttssen mit den Bedingungen, dafs zu den Exponenten 0, 1, ... n — 2 eine Reihe als 
Integral gehört, zusammenfallen, wie man sich leicht überzeugt Wir können daher 
folgenden Satz aussprechen^): 

Eine Stelle eiqer Differentialgleichung n. Ordnung ist dann 
und nur dann regulär, wenn die determinierende Fundamental- 



i) Heffter, Eialeituog in die Theorie der linearen Düferentialgleichungen pg. 60 ff. 
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gleichung q {q — 1) . . .(^—n-f 1) = ist und wenn die sämtlichen 
Integrale sich regulär verhalten. 

IV. 

Die in Kapitel II unter 5} aufgestellte Form einer Differentialgleichung genügte 
bekanntlich noch nicht für das Eintreten von Nebenpunkten, es mufsten vielmehr noch 
gewisse Bedingungsgleichungen bestehen. Wir sind jetzt in der Lage diese anzugeben 
und wollen sie nach der Reihe für die einzelnen Differentialgleichungen entwickeln. Es 
sei die Gleichung gegeben: 

unter der Voraussetzung, dafs 

a^ß^y' + v^ = 

ist. Ich bringe dieselbe auf die Form 

(x— uO' Po (x— u,) y"+ (x— u,) pi (x~ u,) y'+ P» (x— uO y = 0, 
wobei 

Po (x- uO = X (x— 1) = Ui (Ui— 1) + (2ui- 1) (X— u,) + (x- u,)' 
p,(x-u,) = (l-a)(x-l)(x-uO + (l-/»)x(x-uO-x(x-l) 

= - u, (u,-l) + [{y'+ v^') u, + a] (x-uO + (1 + v'+ y") (x-u,)' 
p, (X ~uO = (X - u,) (/i'^'x + q) = (r'v"ui + q) (x-uO + >''/'(x-Ui)» 
ist. Es ist dann: 

f (X,^) = Q (q—1) Po (x— Ui) + ^ pi (X — U,) + Ps (X — U,) 

fo (q) = Q (e— 1) Ui (iii — 1) — ^ Ui (Ui — 1) 

fAQ) = Q{Q-T^) (2ui-l) + Q{{y'+ y'') n,+ «) + »''^"«i + q 

und die gesuchte JBedingung heilst 

fi(0)fo(l) 



^^'^^^^= liO) l\l) =(^'^"^i+^) ((^'+>'"+ v'>'")Ux + « + q) + uau,-l) i^'v" =0 

oder 

q« + ((,;'_j- v»+ 2 i''i'")ui+ a) q + v'v"n^ {{v'-{- v" + v' •;"-}- 1) Ui + a-l) = 0. 



Diese Gleichung hat im allgemeinen bei vorgeschriebenen Ui zwei verschiedene 
Wurzeln, nur wenn die Diskriminante der Gleichung 

= (^'-' -^ 2 v'v" + v"-) u,' + i{y' + v" — v' j^") 2 a + 4 v'y") u, + «* 

verschwindet, gibt es nur einen einzigen Wert von q, welcher die Gleichung befriedigt. 
Der unendlich ferne Punkt ist ein regulärer Punkt, wenn entweder v*=0 oder ^"=0, 
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a 4- /^ = ~ 1 und q = ist. In diesem Falle ist, wie man sieht, der Punkt Ui« welchen 
Wert auch immer Ui haben möge, ein Nebenpunkt. 
Es sei femer die Gleichung gegeben 

onter der Voraussetzang, dafe a-{-/f + v'-{-y" = — 1 ist, so wollen wir die Bedingung 
dafür aufstellen, dafs Ui ein zweifacher Nebenpunkt sei. P((x — oO nehmen die früheren 
Werte an, nur in pi(x — Ui) ändert sich ein Koeffizient 



p,(x— n,) 
p, (X— u,) 



= nx{u,-l) + (2nx-l)(x-uO + (x-u,)' 

= (l-a)(x-l)(x-nO + (l-^)x(x-uO-2x(x-I) 
= - 2 n.(a.-l) + {(/+ y»_l) 0, + a+ 1} (X- n,)+ (1+ v'+ ^) (x-n,)' 

p, (X - u.) = (y'y« u, + q) (X - u.) + ^r" (x -n,)«. 



Es ist dann 



f (X, (!) 
U(Q) 
U{Q) 
U(,Q) 



«• (? — 1) Po (X — »l) + e Pi (X— Ol) + Pl (X - U,) 

Q (q—I) u, (ui-1) — 2q n, (0,-1) 

e(e-l) (2U.-1) + <» ((v'4-»'"-l)ni+a + l) + vVu, + q 



und die gesuchte Bedingung heifst: 



— ^W(0) = 



f, (0)^(1) 
f,(0)fi(l)fo(2) 
f.(l)f.(2) 

(•»Vui+q) {(.''+ v»+v'v''-l)u, + «+q+l} {2(2u,-l) + 2(/+v" 
+ 2a+2 + »'V'u,+q} + (.''»'" u, + q) 2u,(Ui—l)(l+»''+v"+>''>''') 
+ 2>''y''u, (u,— 1) {2(2u,— 1)4-2 (v'+v''—l)ui+ 2«+ 2 + />'%+ q} 



— l)u, 



= 0. 

Diese Gleichung ist yom 3. Grade in Bezug auf q und hat bei vorgeschriebenem 
Werte von Ui im allgemeinen drei verschiedene Wurzeln q, es sei denn, dafs die Dis- 
kriminante dieser Gleichung verschwindet. Den langen Ausdruck ffir dieselbe, dessen 
Berechnung keinerlei Schwierigkeiten bietet, will ich nicht hier niederschreiben. Ver- 
schwindet die Diskriminante, so sind mindestens zwei Wurzeln einander gleich. Soll die 
Gleichung drei gleiche Wurzeln haben, so beachte man, dafs die Gleichung 



x' + ai x* + «« X -f- as = 



ai 



dann und nur dann drei gleiche Wurzeln hat, wenn a, = — , a^ 

o 

heifst in diesem Falle — ^ • 



a 

^- ist. Die Wurzel 
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Es sei ferner die Gleichung gegeben 



y'' + y 



l¥+i 



X X 



^} + ,(x-.)x-j {''>-'+"| = ''' 



so wollen wir anter der Voraussetzung, dafe 

a + ß + v' -\-v"=l — X 

ist, die Bedingung dafür aufstellen, dafs Ui ein einfacher Nebenpunkt sei. 
Es ergibt sich wie früher: 

p« (x— Ui) = Ux (ui— 1) + (2ui— 1) (x — Ui) + (x— Ui)' 

Pi(x-ttO ^ ^a,(ui-l) + {(v'+v" + l-A)ux4-« + ^ -l}(x-uO + (l+v'+v")(x-u.)» 

P. (X -aO = {p' y" Ux + q) (X - Ux) + "' "• (x - Ui)V 
Wir erhalten dann 
f (x, q) = q {q—1) Po (X - u,) + e p, (x — u,) + p, (x— u,) 

^(p) = ?(e — l)«i("i— 1) — ^pux(u, — 1) 

fx(?) = ete-l)(2ux-l) + e{{v'+y"+l-A)ux + « + ;i-l}+vV''u. + q 

U{q) = q{q-1) + 9(1+^'+^') + v'v" 

und die gesuchte Bedingung heifst 

fi (0) f. (1) 

f, (0) fx (1) t, (2) 

f, (1) fi (2) f, (3) 



^a+i)__^_l)i+i 



■ • 



= 0. 



f.(i-2)fx(il-l)f,(i) 
f,(^-J)fx(i) 

Diese Gleichung, in welcher die fehlenden Stellen der Determinante durch Nullen 
zu ersetzen sind, ist vom (l-^-i). Grade sowohl in Bezug auf q als auch in Bezug auf Ui. 
Ferner sei die Gleichung gegeben 



y'+y 



r ) 



1- . >-/'+_=L+^l + 

X — Ui X — UjJ 



+ 



>W + G 



i(x)}=0, 



XX' X — Ui • X— UjJ ■ X(X— 1) (X — Ui)(X — Uj)! 

80 wollen wir unter der Voraussetzung, daÜB 

a + ß + r' + y" = —l 

ist, die Bedingung dafür aufstellen, dafs Ui und u« einfache Nebenpunkte sind. Be- 
trachten wir zunächst den Punkt Ui und bringen die Gleichung auf die Normalform, so 
erhalten wir 

(x— u,)' Po (x— Ui) y" + (x— Ui) pi (X— u,) y' + pa (x— u,) y = 0, 

worin, wenn wir Gi (x) = poX + Pi setzen, 

Po(x - u,) = X (x— 1) (X - 2) 

==Ui(ui-l)(ui-Uj)H-(3ui-— 2uiU2-2ui+U8)(x--Ui)+(3u, U8-l)(x-Ui)'+(x-Ui)' 

Friedriobs-Gymn. 1908. 3 



_ JA _ 

ut Wir erii^iUra dasB 

'^Xf ^/ -- i' ^^ — 1/ Pv (X — U,y - ^pi (X — U;; + Pt (X— U;) 

fj (^; = e ie h {3tt,' - 2u,a, - 2a, -f uj 

und die gehuehte Bediogaog heifrt: 

r= (*'V% + p^u, + pi){2(u,u, -Uj'+u,— u,)-a(ai*+UiUt— u, — oj — /?(ur— UiU,) 
-f^v"a, + PvU,+p,} + Ui(ai — l)(ui — u,){2/y''ni + pj=0. 

Um die Itediogung dafftr zu finden, dafs Us ein einfacher Nebenponkt ist, beachte 
man, dafn man in der Differentialgleichung Ui mit n^ vertanschen kann, ohne dieselbe za 
ändern* K» wird daher auch in sämtlichen Gleichungen ni mit Bi zu yertauschen sein 
und wir erbalten daher: 

(v'p'% f P«U«+p,) {2(U,U,~U«'+U, -U,) -a (U,'+UiU,-Ui-U,)-/J(U,'-UiU»)+vV''u,+PoU,+p,} 

+ ti,(u,-l)(u,-u,)(2i'Vu, + po) = 0. 

Da diese beiden Gleichungen gleichzeitigt befriedigt werden müssen, wenn Ui 
und Us Nebenpunkte sein sollen, so hat man bei vorgeschriebenem [ui und Ui die ge- 
meinKamen Lösungen der beiden Gleichungen zu suchen, d. h. diejenigen Werte von po 
und pi, welche beide Gleichungen gleichzeitig erfüllen. Man hat dann die Resultante 
der beiden Gleichungen zu berechnen, welche, wenn die beiden Gleichungen 

x" + aiX + a« = 
x' + b, X + b, = 

lauten, folKendc Form hat^): 

R — (b.— Hfl)' — (bx— ai) (aiba — a«bi). 

DicKclho, gleich Null gcBCtzt, gibt die hinreichende und notwendige Bedingung dafür an, 
(iafH (iin biiidcn Gleichungen eine gemeinsame Wurzel haben. Bezeichnen wir in unserem 
Kalhs X mit pi, ho sind aj und bi vom 1. Grade, a^ und bs vom 2. Grade in Bezug auf po. 

') Wi'Ihm', Lnhrlmch dor Algohra. üd. I pag. 168. 
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Die Resultante ist daher vom 4. Grade in Bezug auf po, und man erhält also im allge- 
meinen vier Wertepaare po, pi, welche beide Gleichungen gleichzeitig befriedigen. Die 
Kesultante B ist eine symmetrische Funktion von Ui und u«, wie man daraus erkennt, 
dafs bei Vertauschung von Ui und Us ai in bi und a2 in b^ übergeht, mithin R unver- 
ändert bleibt. Dasselbe läfst sich auch ohne Beziehung auf den explicit^p Ausdruck der 
Resultante ohne weiteres erkennen. Wenn man nämlich in den beiden Gleichungen Ui 
und Ut miteinander vertauscht, so ändern sich zwar die Gleichungen hinsichtlich ihrer 
Reihenfolge ,* bleiben aber im übrigen ungeändert, haben also auch dieselbe Resultante 
wie vorher. Daher bleibt die Resultante bei Vertauschung von Ui und u« ungeändert. 
Sind Ui und Us Nebenpunkte X. Ordnung, so heifst die Gleichung 

y"+y'|^^^ + ^ + -^^ + -=^} + -7 Tw-^-TT rU'v"x' + G,(x)}=0, 

•" ' "^ l X X — 1 X — Ui ' X -Uj) X(X -1)(X — Ui)(x — Ua) l j 

und es wird vorausgesetzt, dafs 

a + ß + v'+v'' = l-2X 

ist. Po (x) und ps (x) bleiben unverändert, nur pi (x) ändert sich, indem an die Stelle von 
— x(x--l) (x — Uj) — x(x— l)(x— Ui) tritt — ^x(x— l)(x — u,) — ilx(x— l)(x— Ui). Die 
gesuchten Bedingungen bestehen darin, dafs zwei Determinanten (^+1). Grades, von denen 
die eine aus der anderen durch Vertauschung von U] und U2 erhalten wird, verschwinden. 
Die Determinanten sind {X -{-!). Grades in Bezug auf die beiden Unbekannten po und pi, 
und wir haben daher im allgemeinen {X-^-iy gemeinsame Lösungen der beiden Gleichungen. 
Schliefslich sei die Gleichung gegeben: 



yu^y) 



l-cr . 1-/J , -1 , -~2 , -^3 1 



+ r— T+j^+.-^^ + 



X X—l X — Ui X — UjX 



+ r(.-.)(x-.,H,-J(,-uJ '"-'-'+«-'"}='' 
und es werde vorausgesetzt 

cc + ß + p' + v"= — 5, 

so wollen wir die Bedingungen dafflr aufstellen, dafs Ui einfacher, Ui zweifacher und u« 
dreifacher Nebenpunkt ist. 
Es ist 

Po (x) = x (x— 1) (x-u,) (x — u«) 

= P.(uO + P.'(uO (x-u,) + ?2^ (x-uO* + ?ü^ (x-u,)' + (x-uO* 

Pj W = (1— a) (x— 1) (x— u,) (x - u^ (x-u.) + (l—ß) X (x-u,) (x— u,) (x- u,) 

— X (x— 1) (x— u,) (x — u,) — 2x(x— 1) (x— u,) (X— u») — 3x(x — 1) (x— u,) (x— u,) 

= Pi(a,) + Pi'(u.)(x-u.) +?i^\x -u,)' 4-^'^'f^^x-u,)' + (l + »''-fv")(x-u,)' 

P« (x) = (X — u,) {v'y" x''+ Po x'+ p, x + ps) 



= g(u,)(x-u,) + g' (u,)(x-u,)= + ?-'^^(x-u,)» + y'y"{x-Vi^y, 



3* 
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gesetzt wird. 

Es er^bt sieb daber: 

^te)=»«(tf— l)P«(»i) + ePi(ni)= {«(? — !) -e}n« (Ol— l)(ni — n») (Ol— n«) 
fi te) = « (e — 1) P/ (Ol) + « Pi' (Ol) + g (Ol) 

Die Gleiebangen für Ot und 11$ entstehen hieraus durch Vertanschang von Ui mit 
Uf und Uf und entsprechende Verinderung von pi(z). Es mfissen dann drei Determinanten 
verschwinden, deren Berechnung sich leicht nach dem Vorhergehenden durchfahren läfet. 
Die erste Determinante ist von der zweiten, die zweite von der dritten und die dritte 
Ton der vierten Ordnung. In diesen drei Bedingungsgleichungen stecken drei wiUkfir- 
liche Parameter po, Pi, Ps« nnd zwar sind die drei Gleichungen resp. von dem 2., 3., 
4. Grade in Bezug auf die drei Parameter. Da diese drei Gleichungen gleichzeitig be- 
friedigt werden mfissen, so gibt es im allgemeinen 24 LSsungssysteme, d. h. 24 Systeme 
von Po, Pi, Ps, welche bewirken, dafs die angegebene Differentialgleichung die drei Neben- 
punkte Ui, Us, Uf, welche resp. ein-, zwei-, dreifach sind, besitzt. 

Das Verfohren, welches wir bei dieser letzten Differentialgleichung benutzt haben, 
läfst sich auf jede beliebige Differentialgleichung von der Form 5) in Kap. II anwenden, 
so dafs wir das Resultat aussprechen können: 

Jede beliebige hypergeometrische Differentialgleichung mit 
Nebenpunkten läfst sich auf die Form bringen: 



'■ + ''{^°+^?+x^+x^ + -+£^} 



+;5- -.)(.-l...(x-.) {-'-'''+°-">}°''- 



in welcher ili, iU, . ..Ay positive ganze Zahlen sind und ffir welche 
stets vorausgesetzt werden kann und soll, dafs « + /? + *'' + •''' 
=s 1 — (Xi -f ^ + * • • + ^v) ist. Die in Gy.i (x) enthaltenen zun&chst 
unbestimmten v Parameter müssen v Gleichungen vom resp. {liAr 1)., 
(ils+1), . ..(>U+1). Grade in bezug auf diese Parameter genügen, 
und es gibt daher im allgemeinen (^i+l) (^s+l) ...(^ + 1) Systeme 
von je V Werten der Parameter, welche bewirken, dafs die Punkte 
Ui, Uj, ...Uv Nebenpunkte der Differentialgleichung werden. 



Dmek ron W. Pormetterio Berlin. 
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